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Die Quantenausbeute der strahlungslosen F-F-Umwandlung
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Sektion Physik der Universitdat Miinchen, Theoretische Physik
(Lehrstuhl Prof. Dr. F. Borp)

(Z. Naturforsch. 23 a, 1158—1169 [1968] ; eingegangen am 26. April 968)

The quantum efficiency of the production of F’-centers under absorption of light in the F-band
is strongly temperature dependent. This paper considers a non-radiative model for this reaction, in

which transitions of the excited F-center electron

into a polaron band with 2p-symmetry are cal-

culated. The polaron is treated by the strong coupling method giving the possibility of introducing
hydrogen functions for the electronic states. The temperature curve of the quantum efficiency is
obtained by means of the Pauli master equation. The effective electron mass, which equals the free
electron mass after the adaption of the quantum efficiency to the experimental data, stands as a

free parameter in the theory.

Das F-Zentrum im Ionenkristall ist experimentell
und theoretisch eingehend untersucht!. Die Wellen-
funktionen des an einer Anionenliicke gebundenen
Elektrons lassen sich, wenn es nicht um die explizite
Wechselwirkung mit den Nachbarionen geht, einfach
darstellen; schon Wasserstoff-Funktionen geben die
Eigenschaften des F-Zentrums ausreichend wieder 2.
Auf Grund dieser Vorstellungen kann man ver-
suchen, Modellrechnungen fiir Elektronenreaktionen
zwischen den einzelnen elektronischen Zustdnden
durchzufiihren. Eine solche Reaktion, fiir die genaue
Messungen vorliegen, an denen dann die Modelle
gepriift werden konnen, ist der Ubergang vom F-
Zentrum ins F’-Zentrum.

Bestrahlt man einen mit F-Zentren dotierten KCI-
Kristall mit Licht der Frequenz der F-Bande, so be-
obachtet man unterhalb von 100 °K eine Fluores-
zenzbande mit Stokesscher Verschiebung, die durch
Riickkehr des Elektrons in den Grundzustand ent-
steht. Steigert man die Temperatur iiber 180 °K,
wird die Emission von einem zweiten Effekt fast vol-
lig verdriangt: Der Kristall entfdrbt sich allméhlich
wihrend der Einstrahlung, man beobachtet Photo-
leitung und auf der langwelligen Seite der Bande
entsteht ein neuer Absorptionsbereich, die F’-Bande.

Ein absorbiertes Photon hebt das F-Zentrum in
seinen ersten angeregten Zustand. Dieser hat eine
gewisse Lebensdauer (107%sec bei KCl) und geht
unter Lichtemission wieder in den Grundzustand
tiber. Bei ausreichender thermischer Energie vermag
sich das angeregte Elektron von seiner Liicke [] zu

1 H. Pick, Erg. Exakt. Naturw. 38, Springer, Berlin-Heidel-
berg-New York 1965.

16sen, wird von einem anderen F-Zentrum eingefan-
gen und bildet mit ihm ein F’-Zentrum.

F+F—=F+0O. (0.1)

Besonders einfache Verhiltnisse ergeben sich, wenn
alle MeBergebnisse auf den Beginn der Einstrahlung
extrapoliert werden 3. Zu dieser Zeit sind noch alle
Liicken besetzt, was den Einfang eines Elektrons
durch freie Liicken ausschlieft. F'-Zentren sind ge-
niigend stabil, so dafl der Riickprozefl bei der an-
fanglich geringen Liickenkonzentration nicht ins Ge-
wicht fallt. Unter diesen Voraussetzungen braucht
man nur zwei konkurrierende Prozesse zu betrach-
ten: Erstens die Rickkehr in den Grundzustand und
zweitens den Ubergang ins F'-Zentrum, fiir den wir
in der vorliegenden Arbeit einen Mechanismus vor-
schlagen wollen.

Die charakteristische Grofle des Reaktionsablaufs
ist die Quantenausbeute 7. Sie ist definiert als das
Verhiltnis der abgebauten F-Zentren Ny zur Zahl
der absorbierten Lichtquanten /Ny, wahrend eines ge-
wissen Zeitintervalls

7 =Ng/Ny,. (0.2)

Thre Temperaturkurve steigt von geringen Werten
unterhalb 100 °K rasch auf den Hochstwert 2 an,
der bei etwa 180 “K erreicht wird.

Der angeregte Zustand des F-Zentrums liegt dicht
unter der Kante des Leitungsbands; man hat daraus
geschlossen, daf} der Elektronentransport zwischen
den Zentren iiber das Leitungsband geschieht. Die

2 S. I. Pexar, Untersuchungen iiber die Elektronentheorie
der Kristalle, Akademie-Verlag, Berlin 1954.
3 H. Pick, Ann. Phys. Leipzig 31, 365 [1938].
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vorliegende theoretische Behandlung der Reaktion
F — F’ beschrinkt sich deshalb auf den Ubergang ins
Band, weil man erwartet, daB der Ubergang vom
Band ins F’-Zentrum sehr wahrscheinlich ist.

Es liegt nahe, einen strahlungslosen Prozel anzu-
nehmen. Jedoch konnten WiLLe und WanL? aus
Symmetriebetrachtungen, die auf Stumpr?® zuriick-
gehen, begriinden, da8 ein solcher ProzeB im Rah-
men der von WacGNER 8 entwickelten Theorie des F-
Zentrums verboten ist. Es bieten sich zwei Auswege
an, Modelle zu konstruieren:

1. Die Wechselwirkung des F-Zentrums mit den
transversalen optischen Phononen iiber das elektro-
magnetische Feld kann Ubergiinge ins Band induzie-
ren. Dieser Weg wurde von WiLLE # 7 erfolgreich be-
schritten. Wir bevorzugen aber ein anderes Modell,
namlich

2. strahlungslose Uberginge in ein Polaronen-
band dicht unterhalb des Leitungsbands. Es wird
sich erweisen, dafl Polaronenzustinde moglich sind,
welche die geforderte Symmetrie besitzen. Beide Mo-
delle schlieBen einander nicht aus, aber es ist wahr-
scheinlich, daB einer der Mechanismen den anderen
bei weitem iiberwiegt. Das wird sich auch bei der

Gegeniiberstellung der numerischen Ergebnisse am
Schluf} der Arbeit herausstellen.

§ 1. Der Hamilton-Operator und die
Wellenfunktion des Polarons

Das F-Zentrum und das Polaron lassen sich in
einem kontinuumstheoretischen Kristallmodell ver-
haltnismaBig einfach behandeln. KCl hat als Ionen-
kristall ein Phononenspektrum, das in optische und
akustische Zweige zerfillt. Die optisch longitudina-
len Schwingungen, deren Frequenz w wir unabhin-
gig vom Kk-Vektor gleich der Grenzfrequenz setzen
wollen, verursachen ein dielektrisches Polarisations-
feld im Kristall. Eine zusatzliche Ladung, das Stor-
elektron, steht hauptsdchlich mit diesen Normal-
schwingungen in Wechselwirkung. Wir betrachten
infolgedessen den Kristall als Medium mit dem Vo-
lumen V, das zu Polarisationsschwingungen mit der
Frequenz o fahig ist.

4 H. WiLLe u. F. Want, Z. Naturforsch. 21 a, 304 [1966].

5 H. Stumer, Quantentheorie der Ionenrealkristalle, Sprin-
ger, Berlin 1960.

8 M. Wacner, Z. Naturforsch. 15a, 889 [1959]; 16a, 616,
983 [1960].
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Der Hamilton-Operator des Systems wurde von
Frouvicn 8 und Pexar ? entwickelt. Wir bevorzugen
die Darstellung in der Arbeit von ALLcock ?, der die
Polarisationsschwingungen in Normalkoordinaten
ausdriickt. Es sei e die Elementarladung und & der
Anteil der Dielektrizitatskonstanten, der von der
Ionenhiillenpolarisation rithrt, dann lafit sich das
Polarisationsfeld in Normalkoordinaten folgender-
malfen darstellen

P,(r)=— ‘/S%V % (k/k) gixsink-r,

&
Po= |fgher 3

P(T)= P1+P2.

(k/k) gaxcosk-r, (1.1)

In diesen Koordinaten schreibt sich der Hamilton-
Operator unseres Systems Kristall plus Elektron, des-
sen Ortsvektor wir mit 7, bezeichnen

H=He+Hosz+HW

H.+h 2 i
=H.+how H;’? (Qik = SR)

hwe 1 .
+4x el/g AiV 2ok (qikcos k-7 + gasink-r,).

(1.2)

Der zweite Term ist der Hamilton-Operator der Nor-
malschwingungen und der dritte beschreibt die Wech-
selwirkung Hw mit dem Elektron. Der Hamilton-
Operator des Elektrons H, enthalt die kinetische
Energie, in der das periodische Gitterpotential durch
eine effektive Masse m beriicksichtigt wird, und einen
Potentialterm.

Ho= — (h2/2m) de+ V. (1.3)

Im Falle des F-Zentrums beschreibt man den Einflul
der Liicke in 1, durch ein Coulomb-Potential 2

Ve= “82/(£’re_r0|) (1.4)

in einem Medium mit der Dielektrizitatskonstanten &.
Handelt es sich um einen ausgebreiteten Zustand wie
das Polaron, wollen wir den Einflu} der Liicke auler

Acht lassen und ¥, gleich Null setzen.

Im Hamilton-Operator des Polarons kann man
das Elektron wegen der Wechselwirkung mit den
Normalschwingungen nicht mehr als freies Teilchen

7 H. WiLLg, Diplomarbeit, Miinchen 1964.

8 H. Frouvich, in Polarons and Excitons, Scottish Universi-
ties” Summer School 1962, Edinburgh-London 1963.

9 G. R. ALrcock, in Polarons and Excitons, 1. c. 8.
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behandeln. Der Operator
) ]
K=ih\/.+ih k( N— — 'ﬁf) 1.
ih\/e+i kzo ‘qgkaqlk qlkaqgk (1.5)

vertauscht aber mit H und ist eine Konstante der
Bewegung. Er lafit sich als Schwerpunktsimpuls des
Elektrons und der Normalschwingungen interpretie-
ren. Wenn wir die zu K kanonisch konjugierte Va-
riable R einfithren, wird sich die Polaronen-Wellen-
funktion in der Gestalt

¥ —exp{i K-R} yx (1.6)

schreiben lassen, wobei wx im Kontinuum nicht
mehr von R, sondern nur noch von den restlichen
Freiheitsgraden des Systems abhangt. Das ist eine
Folge der Translationssymmetrie des Hamilton-
Operators.

Die Behandlung des Polarons richtet sich nach der
Stirke der Wechselwirkung zwischen Elektron und
Phononen, die gewohnlich durch die Kopplungskon-

stante @ angegeben wird 8
a=(e2/eh) VYm/(2h w). (1.7)
Fir KCI hat man 5,7 l/nT/mAe (m, sei die freie Elek-

tronenmasse) , was einer mittelstarken Kopplung ent-
spricht, die eigentlich nach der Methode von Lk,
Low und Pines !® behandelt werden miifite. Wir ge-
ben der Theorie der starken Kopplung > ? den Vor-
zug; denn darin fithrt man eine lokalisierte Elektro-
nenwellenfunktion ein, die zur Berechnung von Ma-
trixelementen mit den lokalen F-Zentrenzustanden
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besonders geeignet ist, zumal noch eine starke Sto-
rung am Ort der Anregung vorliegt. Polaron und
F-Zentrum lassen sich dabei sehr &hnlich darstellen.

§ 2. Die harmonische Approximation

Im Fall der starken Kopplung bedient man sich
der Methode der adiabatischen Approximation !,
und zwar referieren wir in diesem Abschnitt den Ge-
dankengang von ArLcock ®. Man la3t zunéchst aus H
die kinetische Energie der Oszillatoren weg (1.2)

H:=H.+}ho g +Hy (2.1)

und bestimmt fiir eine gegebene Konfiguration {g; x}
die Losungen des Schrodinger-Problems fiir das
Elektron

Hyp(re,q) =E(q) y(re, q).

In v stehen die ¢ ={qix} als Parameter, da es zu
jeder Polarisation ein System von Eigenlosungen
{w,} geben wird.

Dieses Verfahren denken wir uns durchgefiihrt,
dann 1Bt sich die Gesamtwellenfunktion entwickeln
in der Form

Y, q, 7)) = ZWn(res q) D,(t, q). (2.3)

(2.2)

Multiplizieren wir die vollstandige Schrédinger-Glei-
chung ih ¥ =H ¥ von links mit v,* und integrie-
ren wir uber 1, unter Beachtung, daf v, immer nor-
miert ist, so erhalten wir das gekoppelte Gleichungs-
system

i - B () +iho St —tho S [yt s gy } @, (1, q)
3t n\q 2 aqii 2 n aqlgk e n\ls (2.4)
dy, 0 1 2y
- _ ¥ * [ SW¥m 2 OVm) 18y B _
hwmgnk,iflﬂgw" (aqik dgik 2 aq?h>dre n(tq)

Der letzte Term der linken Seite wird als kleine Korrektur zum Energieeigenwert vernachléssigt.
Die adiabatische Approximation erhélt man, wenn man die rechte Seite Null setzt. Damit gewinnt man

die (zeitunabhingige) Schrodinger-Gleichung

2
“ %h w Zaaqtzk +En(Q)} ‘pnl(q) =E, (pnl(q)-

(2.5)

Ubergiinge zwischen verschiedenen Elektronenzustinden werden durch die rechte Seite von (2.4) bewirkt.

Den Operator
H(q) =ho wan(

10 T, D. Leg, F. Low u. D. Pixes, Phys. Rev. 90, 297 [1953].

Oym 9 S
aqik aqik 2 aq?

1 92y

et f"‘r)dm (2.6)
k

11 M. Bory u. K. Huang, Dynamical Theory of Crystal Latti-
ces, Oxford 1954. — J. M. Ziman, Electrons and Phonons,
Clarendon Press 1960. — 1. c. 3.
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konnen wir deshalb als Storoperator der strahlungslosen Uberginge auffassen. Mit ihm wollen wir die

Ubergangsmatrixelemente berechnen.

Die Elektronenfunktion v, soll um einen gewissen Ort Y im Kristall lokalisiert sein, der beim F-Zen-
trum die Liicke ist, beim Polaron aber beliebig. E, wird bei einer bestimmten Konfiguration ¢;x = d;x(Y)
ein Minimum haben, das man durch Variation bestimmen kann. Entwickelt man E,(g) um diesen Punkt
bis zur zweiten Ordnung, so erhalt man wieder die Gleichung von harmonischen Oszillatoren.

o2
—tho Zfa;g; +E,(dix (Y))+ tho %{Wak,ﬂ (gix —dix (Y)) (gjt —dj1 (Y)) | pu(q) =Eyi . (2.7)

Die potentielle Energie ist im Falle des F-Zentrums
ein hochdimensionales Paraboloid in {g;x}. Mit dem
Ubergang zu einem neuen Basissystem im g;x-Raum
laBt sie sich diagonalisieren und man bekommt wie-
derum eine Darstellung in Normalschwingungen.

Im Falle des Polarons mufl man sich genauer mit
M;x j1 befassen. Das Polaron hat an jedem Y wegen
der Translationssymmetrie die gleiche Polarisations-
energie E(d;x(Y)). Das Potential wird also im
Raum der Normalschwingungen in einer dreidimen-
sionalen Mannigfaltigkeit einen flachen Boden ha-
ben. Die Matrix M;x, j kann bei gegebenem Y durch
Losung des Sakularproblems auf Diagonalgestalt
gebracht werden. Drei Eigenwerte sind dann Null,
die wir M,, M,, M; nennen, wahrend die iibrigen
positiv sein werden. Die zu jedem Y gehorigen Nor-
malkoordinaten, in denen M diagonal ist, bezeich-
nen wir mit £, (n=1,2,...). Die unitire Transfor-
mation ¢;x— {, laBt die kinetische Energie invariant
und der Hamilton-Operator lautet in der Umgebung
von Y

(2.8)
+iho 3 (M Y) 5,2 mai)
oL\ W 0]

Die zu verschiedenen Y gehorigen Systeme {,}
unterscheiden sich im allgemeinen. Da das Elektron
und damit Y im Kiristall weit verschoben werden
kann, liegt es nahe, Y als eigene dynamische Varia-
ble einzufithren und £, {,, {3 zu eliminieren. Im
Sinne der adiabatischen Entkopplung wird man ver-
langen, daB sich die Elektronenfunktion stets im Zen-
trum des Potentialtopfs befindet, also {; ={,={3=0
ist. Dieses spezielle Y entspricht der Koordinate R
aus (1.6) und wir nennen es ebenfalls R. Damit ist
auch gesichert, daf} die Entwicklung der potentiellen
Energie bis zu quadratischen Gliedern verniinftig ist.

§ 3. Die Polaronenmasse

Der Hamilton-Operator soll fiir das Polaron in
der neuen Koordinate R dargestellt werden. Die
potentielle Energie dndert sich nicht, wenn

6qik —dik (Y+6Y) = —dik (Y) (31)
ist. Daraus folgt fiir kleine Verschiebungen
_ 9dix(Y)
dgi= "5y O (3.2)

Durch die drei Komponenten des Gradienten sind
drei Eigenvektoren Z{}) (Y) (»=1, 2, 3) im ¢;,-Raum
definiert, die zum Eigenwert Null gehoren.
Od;k (Y)
Yy, -

u ist ein Normierungsfaktor, der nicht von Y ab-
hdangt. (Die Nullpunktsverschiebungen und u wer-
den im Anhang berechnet.) Diese drei Einheitsvek-
toren bestimmen die Transformation der Auslenkun-
gen q;x—d;, (Y) auf die neuen Koordinaten

L= izkzs-:: (Y) (g —du(Y)),»=1,2,3. (3.4)

Man fiihrt R ein dadurch, daB3 man £, = 0 setzt. Weil
das Quadrat der gesamten Nullpunktsverschiebung
S d}, (Y) nicht von Y abhingen darf, gewinnen wir
ik

ZP(Y) =V2/u

(3.3)

mit (3.3) die Eliminationsbedingung
%‘qug? (R) =0.
?

Mit Hilfe dieser Beziehung 1dBt sich die kinetische

Energie des Hamilton-Operators niherungsweise in
R und {, (n>3) ausdriicken ?. Eine erste Niaherung
erhilt man aus (3.4) und (3.2), wenn man die Ver-
schiebung des Potentialtopfs einmal in 6, und zum
anderen in OR um einen Ort Y, angibt.

8L,= 3 245 (Yy) dqa
~3 Vul2 ZR (Y,) Z3 (Y,) OR; (3.6)
= VT/?‘ é.0‘_1 éRv;

(3.5)

So=Vh2mo.
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Gemall dieser Proportionalitdat gilt fiir die Ablei-
tungen
3 hof? 3@ k@

1 s & _ e
bhole® 57 « ORz2_ ‘2m* 3R

Faflt man R als Polaronenkoordinate auf, so laft
sich m* =2 o { /k als Polaronenmasse ansehen. Sie

hat den Wert (vgl. Anhang)
m*[m =a*-0,055;

(3.7)

(3.8)

m bedeutet wieder die effektive Bandmasse des Elek-
trons.

Eine fiir die vorliegende Betrachtung unwesent-
liche Naherung vereinfacht die Rechnung betrécht-
lich: Man setzt alle nicht verschwindenden M, so-
wohl beim F-Zentrum als auch beim Polaron gleich
eins %, d. h. die Frequenzen der optischen Schwin-
gungen seien ungeandert. Damit haben wir den
Hamilton-Operator des Polarons in seiner einfach-
sten Form

B8 1

Hosz:E(dik) _2T;i*aR2+ 2 ho Z

(f 2 ,@i)
n>3 o a:n2
(3.9)

Die Eigenfunktionen der zugehorigen Schrédinger-
Gleichung sind tatsdchlich von der in (1.6) gefor-
derten Gestalt. Mit der Elektronenfunktion wp ist
die Gesamtwellenfunktion schliefflich

Y = yp(Te— )exp{iK~R}n[>]3<pn(C,,). (3.10)
Die Methode der starken Kopplung laBt sich nur
anwenden, wenn der Elektronenimpuls gegeniiber
dem Gesamtimpuls des Polarons (1.5) vernachlas-
sigt werden kann, da ja die Elektronenfunktion die
strenge Translationssymmetrie des Problems ver-
letzt. Aus (3.8) ersieht man, dafl m* tatsachlich ein
Vielfaches der effektiven Elektronenmasse betragt 12.

§ 4. Das Elektronenproblem

Gitterstatisch ergab sich die Elektronen-Schrédin-
ger-Gleichung (2.2). Unsere Aufgabe ist, das Elek-
tronenproblem gleichzeitig mit der Minimalisierung
der Gitterenergie zu l6sen, d. h. wir suchen diejenige
Konfiguration d;x (Y) der ¢;x, fiir die E(q) in (2.2)
am kleinsten ist. Zu diesem Zweck wenden wir das
selbstkonsistente Verfahren von Pexar? an und ge-

12 Dije effektive Masse soll ungefahr der freien Elektronen-
masse entsprechen.
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hen mit (1.1) in den Ortsraum tiber, um mit dem
Polarisationsfeld selbst zu rechnen. Dann erhilt man
fiir eine beliebige Wellenfunktion v aus der Schro-
dinger-Gleichung

EP)= [w*H,ywd3r.+27¢ [P2d3r
_(&BrP (v ¢
JenE ‘w( v’lr—rel)"’

Variation nach P ergibt die Minimal-Polarisation P,

1
”°=4—rgg ( Vwr )

ho
8neV

Die Energie ist damit
E=E(Py) = [y* Hoy dr, (4.3)

—Biégd“rg ( Vr e re‘)wd%e.

Die Eigenfunktionen v, und Eigenwerte E, von H,
bestimmen wir nach dem Schrédingerschen Varia-
tionsprinzip, und zwar minimalisieren wir E, mit
einparametrigen Testfunktionen. Dafiir haben sich
fiir F-Zentrum und Polaron Wasserstoff-Funktionen
gut bewihrt. Der angeregte Zustand des F-Zentrums
wird als 2p-Funktion angesetzt

as/:
Yr(Pe, q) = T/*;rcosﬂ e, r=|re—1y| (4.4)

(4.1)

d3r. .

(4.2)

- (—dlksink'r—}-dg,,cosk'r).

mit o als Variationsparameter. Nach WacNEr 8 er-
rechnet man aus (4.3) den Wert o, fir gix =d;x

me?| 1 11 h?
st B-um

.3

Qg =

ay?. (4.5)

Aus diesem Zustand erwarten wir Uberginge in
Polaronenzustinde. Betrachten wir den Stéroperator
fiir strahlungslose Uberginge (2.6): Da er nur auf
die Koordinaten ¢;; wirkt, die als Parameter in vy
stehen, verschwinden alle Matrixelemente mit Wel-
lenfunktionen verschiedener Symmetrie in 7.. Es
ist daher notig, fiir das Polaron einen 2p-Elektro-
nenzustand anzusetzen
05/: 9 o= i

Yp= V—nf—rcos e, r=|r.—R]|. (4.6)
Die Polarisation P, unterscheidet sich von der des
F-Zentrums, weil das Coulomb-Potential in H, fehlt.

Py(r-R) =

e I2 |
4négth(re_R)l vir_ref d’r..

(4.7)
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In diesem Feld hat das Elektron die potentielle
Energie

r—r

3347
r—rp%T (a8)
1

o
__r]

I

V(r—R) = —e[P,(r —R)-

"’:J‘] ¢ RF'
=g |wp(r —R) Ir

Um die letzte Zeile zu erhalten, wurde ausgeniitzt,
daB A,1/|r—1"|=47ad(r—1) ist. Auswertung der
Integrale liefert:

V(r—R) =
_;—Za[i(2or,4) +2(6r)"I(201,5) (4.9)
+4(3cos?9—1) (15(cr) 21 (207, 7)
+3%(or)21(20r1,2))].

I(z,n) ist die unvollstindige I'-Funktion!® und
I=1—1. Fiir groBe r nihert sich 7 dem Coulomb-
Potential: 7— —e2/ér. Nahe dem Nullpunkt hat
es den Wert

P(r) = —(e2/28) 6 +0(r?).
Wir erhalten ¢ mit (4.3) ; die elektronische Ener-

gie 1st

52
Ep(o) = — om S yp? N yp dr,

—ﬂlfgﬁrPHr—R) (4.10)
8me
B2
=-—02— %1-0,395(e?/¢) 0.
2m
Ep (o) hat sein Minimum Ep bei
6=0,196 e2m/h &, Ep= — 0,09 (m/m,) eV. (4.11)

Die effektive Masse m des Elektrons ist nicht be-
kannt und so bleibt das Verhiltnis m/m, der effek-
tiven zur freien Elektronenmasse als Parameter in
der Rechnung. In Abb.1 ist der Potentialtopf zu-
sammen mit dem des 1s-Polarons eingezeichnet. We-
gen der 2p-Symmetrie ist er nicht mehr isotrop, son-
dern hat auf der z-Achse zwei Minima. Mit diesen
Ergebnissen ist gleichzeitig gezeigt, dall 2p-Polaro-
nen energetisch moéglich sind; allerdings diirften sie
schon nach kurzer Zeit in den 1s-Grundzustand des
Polarons tibergehen.

Bei unserer Konzeption der einparametrigen Test-
funktion konnen die Oszillatoren nur am Variations-

13 W. I. Pacurova, Tablizy nepolnoj gamma-funkzij, Moskau
1963.
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Abb. 1. Der Potentialtopf des 2p-Polarons im Vergleich zum
1s-Polaron (Pexar 2).

parameter ankoppeln. Ist die Anderung klein, so
kann man entwickeln:

a=ag+ 2 %k (gix —di) +... (4.12)

Entsprechendes gilt fiir 0. Man gewinnt a;; und
O;x, wenn man fiir eine vorgegebene Polarisation
dix + 0q;x minimalisiert. Durch die Ankopplung ist
eine ,,Stérschwingung®“ mit einem Freiheitsgrad de-
finiert. Der Hamilton-Operator der Normalschwin-
gungen ist in der Naherung (3.9) gegen Drehungen
im ¢;;-Raum invariant, wenn man von den drei
Translationsfreiheitsgraden des Polarons absieht, die
aber hier nicht interferieren. Wir konnen daher mit
Hilfe einer Linearkombination diese Storschwingung
als neue Normalkoordinate einfithren. Wollen wir
Uberginge zwischen den beiden Zustinden F-Zen-
trum und Polaron ausrechnen, miissen wir ein ge-
meinsames Koordinatensystem fiir die Oszillatoren
beniitzen. Im allgemeinen sind die Stérschwingun-
gen, die sich auf verschiedene Zustidnde beziehen,
nicht orthogonal. Man sucht sich daher eine ortho-
gonale Basis im (zweidimensionalen) Raum der bei-
den Stérschwingungen und beniitzt diese so definier-
ten Normalkordinaten fiir die Berechnung der Uber-
gangselemente. Die Variationsparameter sind somit
in erster Ordnung

a=ay+ 1" qiF + 55 g5F,

0=0¢+p1" ¢." + B ¢o".
Die Oszillatoren haben lediglich einen verschobenen
Ursprung

(4.13)

¢ =gl +af, v=12,  (414)

der aus den verschiedenen Werten der d}, und d %
folgt. Diese hier wiedergegebene Methode stammt
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von WaGNer und wir konnen die Ergebnisse aus
. seiner Arbeit® fiir unsere Rechnung iibernehmen.

Die Zustinde des F-Zentrums und des Polarons
lassen sich durch folgende Satze von Quantenzahlen
charakterisieren

|F-Zentrum) = | F; LF,LF; LXK LY, I,X)
_|P; IP,L7; K). (4.15)

|F) und |P) bedeuten den elektronischen 2p-Zu-
stand im F-Zentrum bzw. im Polaron, lf,’é’ die an-
koppelnden Stérschwingungen; [§23 sind die Oszil-
latoren, die beim Polaron die Translationsfreiheits-
grade mit dem Impuls K beschreiben. Alle tibrigen
Freiheitsgrade koppeln nicht an und geben bei der
Bestimmung der Ubergangselemente lediglich den
Faktor Eins, konnen also weggelassen werden.

| Polaron)

§ 5. Reaktionskinetik

Wir betrachteten bisher ein einziges Stoérzentrum
im Kristall, aber in einem normal dotierten KCI ist
eine groe Menge von Anionenliicken vorhanden
(10%%/cm3). Experimentell 1 stellt man fest, daB}
eine direkte Wechselwirkung der Zentren tber die
Gitterschwingungen praktisch nicht stattfindet, wenn
ihre Konzentration nicht zu hoch ist. Alle F-Zentren
bilden daher eine statistische Gesamtheit, deren Mit-
telwerte die Beobachtungsgrofen liefern. Dabei kann
man das einzelne F-Zentrum als Art Atom auffassen,
das aufler einer Elektronenhiille noch fest angekop-
pelte Schwingungen besitzt.

Im Schema der Elektronenprozesse Abb. 2 ver-
anschaulichen die eingezeichneten Niveaus die in
Frage kommenden Elektronenzustinde, die jeweils

Band Pe

Wep lWPF
2p-2ust. Fr—
F'-Zentrum
17
Wer Gy
1s-Zust. Ps—
Abb. 2.

eine Gesamtheit von Kristallzustainden sind. Wie
schon in der Einleitung dargelegt, geniigt es, Uber-
gange aus dem 2p-Zustand (F) in den 1s-Zustand
(S) des F-Zentrums und in ein 2p-Polaron (P) zu
betrachten, weil bei anfénglich praktisch vollstandig
besetzten Liicken die Riickprozesse vom Band bzw.

14 Vgl. 3 und °.
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vom F’-Zentrum ausgeschlossen sind. Die mittleren
Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen diesen Elek-
tronenniveaus nennen wir W,,, (m,n=P,F,S);
sie hdngen als Mittelwerte iiber die Phononenzu-
stinde von der Temperatur ab. Nur Wgp 1dBit sich
unmittelbar von auflen beeinflussen, da die Anre-
gungs-Wahrscheinlichkeit eine Funktion der Bestrah-
lungsstarke ist. Ein Elektron, das in einen Polaro-
nenzustand gelangt ist, bildet fast sicher, so nehmen
wir an, ein F’-Zentrum, weshalb wir diesen Prozef
nicht mehr explizit in die Reaktionskinetik mit auf-
nehmen. Fir die mittleren Besetzungszahlen P, der
jeweiligen Niveaus gilt die Master-equation

Po=3 WumPp—WmP,), n,m=P,F,S, (5.1)

die den makroskopischen Ablauf der Reaktion be-
schreibt. Nach Art des Experiments fallen nur die
GroBlen Wsp, Wrs, Wrp ins Gewicht und wir set-
zen Wpp und Wpg gleich Null.

Die Quantenausbeute® 5 wurde definiert als die
Zahl der abgebauten F-Zentren geteilt durch die Zahl
der absorbierten Photonen. Ein Photon erzeugt einen
angeregten Zustand, der nach kurzer Zeit zerfallt.
Dann ist die Quantenausbeute nach der Reaktions-
gleichung (0.1) zweimal das Verhaltnis der gebilde-
ten Polaronen bzw. F’-Zentren zur Anzahl der zer-
fallenden 2p-Zusténde. Die ersteren werden durch
das Zeitintegral iiber Pp gegeben

ts . ty 1y
fppdt= fWFpPth=WprPth (52)
t t t

fir irgend ein Intervall (¢, t,). Wrp kann als zeit-
lich konstant angesehen werden, da sich die Tempe-
ratur und andere duflere Bedingungen, die Wyp be-
einflussen konnten, nicht verandern sollen. Die Zahl
der zerfallenden angeregten Zustiande ist Py weniger
die Apzahl der durch Absorption neu entstehenden,
also PF = WSF P-S:

t, ly
tf (Pp—Wgr Pg) dt = tf (Wes+ Wygp) Ppdt

t,
= (Wgs+ Wyp) [.fPF de. (5.3)

Dazu wurde (5.1) eingesetzt und liber dasselbe Zeit-
intervall wie in (5.2) integriert. Bildet man die
Quantenausbeute

N=2Wgp/(Wrs+ Wrp),

so sieht man, dall  weder von der Zeit, noch von
einer elektronischen Besetzungszahl abhangt.

(5.4)
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Die Grolen Wrp und Wyrg gewinnen wir aus der
Paulischen Master-equation. Es sei das quanten-
mechanische System vollstindig durch die Zusténde
| a) beschrieben, dann lautet sie 15

Pot) = 27 S S(Ey—E.)

a’ o

‘(' | H' |a) 2 (P,(t) — Py (2)) (5.5)

mit dem Storoperator H'. Die Delta-Funktion mit
der Differenz der Energiewerte ist als Grenzwert
einer Funktion mit der Halbwertsbreite 2xh/A4t
aufzufassen. Ein Maf} fiir die kiirzesten sinnvollen
Zeitintervalle At liefert die Relaxationszeit der ther-
mischen Schwingungen, die in der GroBenordnung
10710 sec liegt5. Wir wollen iiber die Phonon-
Phonon-Wechselwirkung nichts aussagen und fiir die
Ausgangszustinde immer thermisches Gleichgewicht
voraussetzen, also At immer grofer als 10710 sec
annehmen. Das entspricht einer Energieunschirfe
AE~10717 erg, einem Tausendstel der Oszillator-
quanten. Unsere Gleichung beschreibt daher den
Zeitablauf des Systems fiir nicht zu kurze Zeitinter-
valle.

Die Anwendung der Delta-Funktion wird anderer-
seits dadurch gerechtfertigt, dafl die Polaronenzu-
stainde wegen der Translationsfreiheitsgrade ein gan-
zes Energieband ausfiillen. Die Schwierigkeiten, die
sonst bei strahlungslosen Ubergingen entstehen ?,
treten also hier nicht auf.

Wir postulieren, dal die Besetzungswahrschein-
lichkeiten der einzelnen Quantenzahlen unkorreliert
seien

Pr Zentrum =PF'P(11F) T P(l;‘;‘)

EIPZ= 1, I=LELF. (5.6)

Durch Einsetzen und Vergleich mit (5.1) lesen wir
WFP in (55) ab

WFP = (2 ﬂ/h) Z 0 (Evzentr. — Epolar.)
(P, LE, K |H | F,LF, ;%) [2 P(IF) P(I¥)

3
Pp=Pg-P3, PN =]JIPUDH. (57)
i=1

Im thermischen Gleichgewicht haben P und P/* die

Bose-Verteilung

P=(1—2) & l=exp(—hwfkT) (5.8)

mit
fiir einen Oszillator mit der Besetzungszahl [.

15 .. van Hove, Master Equation and Approach to Equilibrium
for Quantum Systems, in E. G. D. Couen, Fundamental
Problems in Statistical Mechanics, Amsterdam 1962.
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Auf die Berechnung von Wpgg wollen wir hier
nicht naher eingehen. Wir konnen seine Grofle z. B.
dem Experiment entnehmen 16, das eine mittlere Le-
bensdauer von 1,5-1076sec unabhingig von der
Temperatur ergibt. Dieses Ergebnis lafit sich auch
theoretisch bestatigen 17.

§ 6. Einfiihrung einer Dichtefunktion

Die Translationskoordinaten des Polarons stehen
im Argument der Elektronenfunktion (3.10). Das
zu berechnende Matrixelement in (5.7) ist darum
ein Integral iiber das Produkt von zwei Elektronen-
funktionen, die an verschiedenen Orten zentriert
sind, ein Zweizentrenintegral. Um diese Schwierig-
keit zu umgehen, setzen wir Y=0 in yp, wenn wir
die Liicke in den Ursprung legen. Das Zweizentren-
integral wird sich fiir kleine Y nicht wesentlich &n-
dern, da sich ywp und wp iiber mehrere Gitterab-
stinde ausbreiten, wihrend die Oszillatorfunktion
| 1%} so stark abfillt, daB groBere Y-Werte ohne
Bedeutung sind.

Mit dieser Vereinfachung kann man in (5.7) das
Matrixelement |(K |I¥)| herausziehen und gesondert

berechnen

Wee= 27 5 (PP |H |F,F) 2Py o(4E, T).
(6.1)
Dabei haben wir eine Dichtefunktion ¢ eingefiihrt
o(4E,T) =l;;5(AE/h o) (K[I*Y2PX. (6.2)

Sie hidngt aufler von der Temperatur nur von der
Energiedifferenz
ha)AE=EF—‘EP +h w(llF+l2F—l1P—l2P) +%ha)
(6.3)
ab. Der letzte Term, die Nullpunktsenergie der drei
Oszillatoren |IX), erscheint explizit, weil die entste-
henden Translationszustinde keine Nullpunktsener-
gie haben.
Die Wellenfunktionen | K) und |I¥) sind in den

Normalkoordinaten

’ 124 144 T (64)
1 Hy(8,/%)
1 K\ — _ L5530/ P2 2 .
‘lv ) — [l*‘> ﬂl/‘ Vzlv lv' 50 eXP{ Cv /(2 Z:o )}
18 G. Seivoro u. W. B. Fowrer, Phys. Rev. 138, A 661 [1965].
17 D. Srocker, Diplomarbeit, Miinchen 1967.
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Hy, ist das hermitesche Polynom [,-ter Ordnung. Da-  K-Vektoren. Sie ist gleich der Anzahl der Elementar-

mit ergibt sich das Matrixelement zellen N im Kristall mit dem Volumen V/
[ K V2 JT llv CO V K,
7T ]/‘ VV Vzlvl ! 7‘ (6.5) (*2"*)3 Sdus N. (6.6)

HI;(V2/IU'KV CO exP{— (Vm 60)2Kv2/2} *

Die Summe iiber die K-Vektoren in (6.2) verwan- Da aber V'=N-2 L3 mit dem Volumen L3 pro Ion,
deln wir in eine Integration. Um ein einfaches Inte- erhalten wir

grationsgebiet zu bekommen, approximieren wir die T —

erste Brillouin-Zone durch eine Kugel; ihr Radius Ky = V/37%/L=0,989-10° cm ™! (6.7)
K, ergibt sich aus der Gesamtzahl der moglichen (L=3,14-10"8cm fiir KCl).

Setzen wir die Matrixelemente (6.5) in (6.2) ein, so ergibt sich fiir die Dichtefunktion
> 2— Li=l=1

il _ 3 2L+l +1
= Z11112113 St A (6.8)

K, 2 K2 3 o
< @Ko (-’;_"’li B ) ~ T AE) I H: (V2] 0K exp{— (5¢]u) K}

o(4E,T) =

Die Berechnung von ¢ fithren wir gliedweise durch. Die Auswertung der einzelnen Summanden ist elemen-
tar aber umfangreich. Mit der Bezeichnung

AEy=2A4E, AE; =AdE;+h o (6.9)
lautet die Dichtefunktion, die wir bis zur sechsten Ordnung in 4 berechnet haben
o(4E,T) = J(4Ey) +24 AE, J(AE,) +72[3,2 AE> —2 AE, + 3] J(AE,)

+43[1,26 AE3 — 4 AE2 +10 AE4] ] (4E,)

+44[0,67 AE* —4 AE® +7,8 AE> -5 AE, +1,875] J(AE,) (6.10)

+45[0,266 AE® — 2,665 AE* 413,087 AE3 — 14 AE 2 + 3 AES] ] (AE5)

+48[0,0889 AE4® —1,3421 AE® + 5,146 AEg* — 15,906 AE3 + 24,85 AE?

—9,25 AEg+ $31 J(4Eg) ;
J(AE;) =V2[n(1—1)3 (0,055 @*)*: (VAE,/ (h w)) e B2, j=1,...,6.

Fir die hier betrachteten Temperaturen sind die Oszillatorzustande mit [ =6 praktisch nicht mehr besetzt.
Bei der Breite und Lage des Polaronenbandes, wie sie sich aus unserer Rechnung ergeben, schétzt man ab,

daf} die hoheren Summanden nichts mehr beitragen. Das hat seinen Grund darin, daB} die vom Kristall auf-
zubringende Energie AE; immer um ein Oszillatorquant wichst (6.9).

§ 7. Die Ubergangs-Matrixelemente

In Formel (6.1) fehlt uns noch das Matrixelement (P, (" |H'|F,I'). Der Stéroperator fiir strahlungs-
lose Ubergiinge (2.6) wirkt auf die in der Elektronenfunktion ankoppelnden Schwingungen und reduziert
sich in den Normalkoordinaten auf die Glieder mit ¢, und ¢, .

7 | a ! a
(P PIH =mF):;w(zP\(<p| aq;* F)g- + i +(P] a IF )uF>
2 7.1
%hw(l"HPIaqF +fa‘-1—:_,~!F)[lF). il

Zur Berechnung der sechs Konstanten ¥, £,F, 5,%,4.F, a;"F, a,*F benutzen wir die Formeln von Wacner ©

om 3yF om y¥ Qa, om O om0

ﬂ1F=_ K2 aaor; ﬂF - h2 a, aao 3 ﬂlps_ hg 80 (al}’P); ﬂ2p__7h2 800 (a27P);
=(o/(M; ®?) (P a;~7F);  aPF=(20e¥/ (M, w?))V2a/(5V,) a; Vo; (7.2)
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in denen folgende HilfsgroBen und Konstanten verwendet werden (fiir KCI): Vy=2-(3,14)% 10724 cm®
das Volumen der Elementarzelle, die reduzierte Ionenmasse M,=31-10"2%g, die optisch longitudinale

Grenzfrequenz o =3,87-10'3 sec™! und eine Abschirmkonstante ¢= Vi(e—n2)/(27)] [M.Vy/(2€2)] @
=0,475 sowie

yF=2eV2 n/(5 Vo) ag’; #F= e2 1/274;{/'57(;) 6o
={pFyF) e Sflw(r)[ R |3J"I1,up(r" i1 “I;' ',,[3 a3r d&*r” R
=a}1/a0/00+ (0‘0/‘70)25 — (ao/0g) *3 [% (0/ (a+0))"+ ¥ (6/(a+0))6+ ¥ (o/(a+0))?
+ % (o/ (a+0))*+ 2(o/(a+0))*+ (o/ (a+0))*],

a’=1—a

Die Elektronen-Matrixelemente lassen sich leicht ausintegrieren

@’ 6% (6 —a) 2 g

(a+0)®

a —
(a+o0 )6

(P[aaq][")=80 F, v=1,2 (Plaa;ziF>=40 (30°—140a+7a%) B,

(7.3)

Diese Ausdriicke sind als Funktionen der ¢, zu unhandlich. Da angenommen wird, daf} die Auslenkungen
klein sind, d. h. a5 > £,F ¢,F, 0,> B,F ¢,F, entwickeln wir in eine Taylor-Reihe und brechen nach dem
linearen Glied ab.

3
<P|7837]F> =cﬂv+clvqu+62vq2F1 (P| a F) _dO +d1vql +d2vq2 (7'4')

Die ¢,, und d,, (»=1,2; u©=0,1,2) sind Konstanten, in welche die Variationsparameter a und ¢ mit
ihren Werten an der Stelle ¢,F =0 eingehen:

co, = (P| aa% | F)|o¥-0, doy=(P‘aa£§[F>qu=o
cwman| (22 =0 )omar-1)ars (22 - 235 ) (o-m +1) 82| 87 kre,

a a+o a a+o
1 7
duv:d()v( ﬂuF

—_— —)(7(a—o)2—402)+14(a—-0)
+ {(2’5 - __7‘) (7(a—0)?-40% + 6014 al ﬂuP)qLO?

(7.5)

2a a+o
o a+o

u,v=1,2. Eine Abschdtzung zeigt, daf} diese Entwicklung bei nicht zu hohen Temperaturen verniinftig
ist.
Aus den Rekursionsformeln fiir hermitesche Polynome folgt

aaq 1) =~ (q/g6®) |1) + (21/q0) [I=1) , qo=Vh/(M; ). (7.6)

Damit kénnen wir das Ubergangs-Matrixelement in den beiden Typen der bekannten Franck-Condon-Inte-
grale '® ausdriicken.

(PlPIH’;FlF> =co (2 l1F/QO) (llpll1F—1>(l2P|le) +¢11(21,F/q0) <l1P|‘11|l1F" 1><l2P|l2F>
+ 21 (244%/q0) (Z1PIZ1F~ 1) (P | 92 | L) — (co1/90®) (I1P| q91 | LF) (l2P|l2F>
+ o2 (2 ¥/ qo) (LF ’ LF) (P ’ LF—1) —c12(215%/q0) (1,7 ] 91 ' LF) (P I IsF —
+¢22(2 15¥/q0) (LF l LF) (LF I q2 | LF—1) — (coo/q0%) (LF ] LF) (L° | 92 I LF) (7.7)
+ 3 (doy +dog) (P |LF) (LP [ LF) + 3 (dyg +dy2) (47| gy | 1F) (LP|LF)
+ 3 (day +dao) (LP|LF)(LP] g | LF)

18 S, Kok, Z. Naturforsch. 15a, 123 [1960].
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Wegen ihrer grolen Anzahl wurde die Aufsumma-
tion der Matrixelemente in (6.1) auf einer elektro-
nischen Rechenmaschine ausgefiihrt, da es kein ein-
faches Summationsverfahren gibt. Wrp und damit
die Quantenausbeute sind dann vollstidndig als Funk-
tionen der Temperatur bekannt.

§ 8. Diskussion

Man kann nicht erwarten, dall die numerischen
Ergebnisse unserer Theorie sich bei einem so ein-
fachen Modell mit dem Experiment decken. Es steht
aber noch ein unbekannter Parameter in Wyp, nim-
lich die effektive Masse des Elektrons. Diesen Para-
meter wollen wir beniitzen, um die Temperaturkurve
der Quantenausbeute an die experimentelle anzu-
passen. Wenn sich fir verniinftige Werte der effek-
tiven Masse eine Kurve ergibt, die sich mit den Mef-
werten vertrdgt, darf man annehmen, dall unsere
Theorie ihre Berechtigung hat.

Die Temperaturkurve der Quantenausbeute ist in
Abb. 3 dargestellt. Ein Punkt der Kurve, namlich
der Wert von % bei 130 °K, wurde an den MeBwert
angepalit. Man erhalt dabei eine effektive Masse m,
die gleich der Masse des freien Elektrons m, ist, was
verniinftig erscheint. Die Energiedifferenz zwischen

2

15

05

| !
100 140 180 °K 220

Abb. 3. Die Quantenausbeute in Abhédngigkeit von der Tem-

peratur. Die Meflpunkte stammen von Feppers, HunceEr und

Liry 19, die ausgezogene Kurve wurde berechnet. Zum Ver-
gleich die Kurve von WiLLe und Want 4 gestrichelt.

19 H. Feppers, M. Huncer u. F. Liity, Phys. Chem. Solids 22,
299 [1961].
20 F. LuTy, Halbleiterprobleme VI, 238 [1961].
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dem 2p-Zustand und dem Polaronenband bestimmt
sich zu 0,21 eV. Die Kurve ist etwas steiler als der
Verlauf der Mefergebnisse und erreicht wie beim
Experiment bei etwa 180 °K den Wert 2. Dagegen
beschreibt sie fiir Temperaturen unter 115 °K die
Messungen nur schlecht. Bei tiefen Temperaturen
konnten allerdings andere Mechanismen iiberwiegen,

z. B. der Tunneleffekt.

Die gestrichelte Kurve folgt aus der Theorie von
WiLLe und Want 4, in der das Elektron durch elek-
tromagnetische Wechselwirkung mit den transversa-
len Phononen ins Leitungsband gehoben wird. Die
effektive Masse dient dort ebenfalls als freier Para-
meter. Man erhélt bei der Anpassung einen Wert
m=0,238 m.. In beiden Modellen sinkt die Uber-
gangswahrscheinlichkeit rasch mit dem Anwachsen
der effektiven Masse. Nimmt man an, daf} die effek-
tiven Massen der beiden Theorien gleichzusetzen
sind, so wiren die Prozesse nach Wille und Wahl
in einer Theorie, die beide Modelle einschliefit, nur
eine kleine Korrektur.

Die Aufgabe der Theorien ist vor allem, den Tem-
peraturverlauf der Quantenausbeute 7 oberhalb von
110° bis 120 °K zu erkliren. Aus dem Bild der
Kurven sieht man, daB das Polaronen-Modell sich
sehr viel besser dem Experiment anpaflt. Da das
Energienivau des angeregten F-Zentrums im Grund
aus der Steigung der Kurve ausgerechnet wird 2,
liefert die Betrachtung der Energiedifferenzen keine
neue Aussage mehr.

Das Polaronenmodell sollte zeigen, dal man Mo-
delle fiir strahlungslose Prozesse entwickeln kann,
welche den Ubergang vom F- ins F’-Zentrum be-
schreiben. Eine vollstindige Theorie miifite auch
noch Uberginge ins Leitungsband und in den Po-
laronen-Grundzustand untersuchen. Dazu wiirde man
tiber den Rahmen der Theorie von Wagner hinaus-
gehen und andere Arten der Ankopplung der Gitter-
schwingungen an das Elektron einbeziehen. Man
kann aber sagen, daf} strahlungslose Prozesse sicher
wesentlich zum Ubergang des Elektrons in einen
Bandzustand beitragen.

Anhang

Nullpunktsverschiebungen der Oszillatoren und
Eigenvektoren beim angeregten Polaronenzustand

Es ist bequem, fiir die Normal- und Ortskoordina-
ten zu den Einheiten von Arrcock iiberzugehen, auf



QUANTENAUSBEUTE DER STRAHLUNGSLOSEN F—F-UMWANDLUNG

dessen Arbeit wir uns stiitzen °.
, a!
W= ilana ¥~ ViEms
k=aVh/2mo)v,
re—> X, du(Y)—> Dy (Y),
V=a1Va/2mw)’s.
Im weiteren kommen die alten Y nicht mehr vor

und wir lassen die Striche fort. Aus Gl. (4.2) folgt
die Nullpunktsverschiebung der Normalkordinaten.
cosv- X

1
Dw—]/gsn Slwp(X Y)I2V2{ vx}d?'X,
ywp=(6"/V7) | X—Y|cosPexp{ —o|X-Y|}.

Mit der Substitution X — Y = r erhalt man unter Be-
achtung, daf} die Integrale mit sin v 7 verschwinden

ebenso

Dy, (Y) = — (4/V# S) (65/v) cosv-Y
c[d3rr2e 27 cos2 P cosv T,
Ds (Y) = — (4/V2 S) (6%/v) sinv-Y

- [d3rr2e 27" cos? P cosv T,

Um die Winkelintegrationen auszufiihren, geht man
zu den Koordinaten r, 3 und ¢ tber (vgl. Abb. 4):
cos? 9 = cos? y cos? y +sin® ysin? y cos® @,
V'r=vrcosy.

Abb. 4.

Man kann jetzt iiber v und ¢ integrieren und be-
kommt
D;, (Y) = —16 V/S(05/v) cosv-Y

1 oo
—cosy [ dre 2" rdsinvr
v 0

207 r2ginwr

+i2(3cos2x—1) [ dre”
v 0

wis(.‘?,cos%c—l) [ dre %" rsinvr|.
v 0

SchlieBlich nach Auswertung der r-Integration

Dy, (Y) =28 Va/S(0%/v) cosv-Y
-[6v23((20)2+v%) "% cos® y+ ((20)2+202)73].
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Entsprechend Dsy,. Man erkennt, dafl die Verschie-
bungen nicht isotrop sind; denn D;, (Y) hingt von
der Richtung von v gegeniiber z ab. Die Eigenvek-
toren zum Eigenwert Null sind gemafl (3.3)

@ g —sinv'Y .
Z,,, (Y) = V2//uz Dlu (0) vz { COS'U'Y} ’
s T —sinv'Y
Ziz" (Y) = Vz//‘x.yDIv(O) Vs, y { cos‘v'Y} 3

Man sieht, daB die verschiedenen Eigenvektoren
Z (Y) orthogonal sind; denn die Summe

Sv,v,=0 fir v, »,v =x,9,z
Auch erkennt man, daBl die Normierungsfaktoren
unabhingig von Y sind, da z. B. in

M= 2 z v22 D%v (0)

sich die Quadrate der Sinus und Kosinus zu Eins er-
génzen. Die Summe iiber ¥ wandeln wir in eine In-
tegration um.

M= (2187 612/ (2 ) 3) X
X [d%v cos? y[36 v ((2 0)2 4+ v%) "8 cos? g
+1222((20)24+v%) "7 cos? x+ ((2 0) 2 +v3) 7]
=9,3963.

Analog berechnet man den ,transversalen“ Normie-
rungsfaktor, der fir die X- und y-Richtung gleich
ist.

g,y =6,97 6%.

Die beiden Normierungsfaktoren unterscheiden sich
nicht sehr und wir nehmen einen Mittelwert, damit
die Matrixelemente nicht zu kompliziert ausfallen:

= (3 Pt § Ha,y) =7,77 6%,

6 (4.11) hat in den Einheiten & ]/7”':/(2 m ) den
Wert 0,19 und u ist damit gleich 0,055. Wir verwen-

den in unserer Rechnung die Einheit {y = V&/(2 m w)
fir £ und fiir die Ortskoordinaten das cgs-System.

Das fithrt gemd (3.6) zum Normierungsfaktor
1=0,055a*.

Ich danke Herrn Dr. F. Want fiir die Betreuung der
Arbeit. Herrn Prof. Dr. F. Borp bin ich sehr verbunden,
daBl ich sie an seinem Lehrstuhl durchfiithren konnte.
Mein Dank gilt ferner Herrn Dr. Maier-Bé1zEL und
Herrn WiLLe fiir viele anregende Diskussionen. Die nu-
merischen Rechnungen konnten an der Rechenanlage
TR 4 des Leibniz-Rechenzentrums der Bayerischen Aka-
demie der Wissenschaften durchgefiihrt werden.



